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Sei G eine endliche Gruppe und h4 eine 2-lokale Untergruppe von G, d.h. 
M ist Normalisator einer nichttrivialen 2-Untergruppe, und sei P eine 2- 
Sylowuntergruppe von M und O,(G) = 1. 
Mit pushing up bezeichnet man Methoden, mit deren Hilfe man Fragen 
des folgenden Typs untersucht: 
Sei N,(P) & M. Existiert dann in G eine echte (2-lokale) Untergruppe M,, 
die M enthllt und fur die N,(P) < N,o(P) gilt? 
Falls eine charakteristische Untergruppe C # 1 in P existiert, die 
Normalteiler von M ist, hat man mit M,, = NG(C) eine solche Untergruppe 
gefunden. Im anderen Fall wird in [2] die Struktur von M unter den 
folgenden beiden zusatzlichen Voraussetzungen beschrieben: 
(9 C,(WW) < WW. 
(ii) Das Erzeugnis aller Normalisatoren von nichttrivialen 
charakteristischen Untergruppen von P in M ist eine echte Untergruppe von 
M. 
Ausgehend von diesem Resultat beweisen wir in dieser Arbeit: 
SATZ 1. Sei G eine endliche Gruppe und O(G) = 1, und sei die B(G)- 
Vermutung fCr G richtig. In G existiere ine Untergruppe U und eine 2- 
Sylowuntergruppe P von U mit folgenden Eigenschaften: 
(a) Es existiert eine echte Untergruppe H von U mit PF(U) < H und 
(P, P”> = U frii alle u E v\H. 
(b) O,VVW) f 1. 
(cl C,(O,(u)) G F(U). 
(d) Ist U* eine Untergruppe von G, die U enthiilt, so ist O,(p) = 1 
oder P E Syl,(U*). 
(e) 0, < N,(P), U > = 1. 
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Dunn existieren Untergruppen G,,..., G, (r > 1) in G, so d4p fur i, 
j E (l,..., r} gilt: 
(1) [Gi, Gil = 1 fur i+;j. 
(2) U < NG(nf= 1 Gi) und P g Sylz(N&Jf, 1 Gi)). 
(3) G,/O(G,) ist einfach. 
(4) Ist T E Syl,(G,), so hat T (Nilpotenz-)Klasse 2 oder 2- 
Abschnittsrang hochstens 4. 
Eine genauere Beschreibung der Struktur von U und der Einbettung von U 
in Nc(nf,, Gi) kann man Kapite13 entnehmen. Endliche einfache Gruppen 
mit Eigenschaft (4) sind in [6] bzw. [lo] gekennzeichnet worden. 
Wir benutzen die B(G)-Vermutung (mit den Bezeichnungen aus [ 11 I) in 
der folgenden Formulierung, die wegen [ 11,3.1] zu der in [ 111 angegebenen 
Iquivalent ist: 
B(G)-Vermutung. 1st G eine endliche Gruppe und M eine 2-lokale 
Untergruppe von G, so ist [E, O(E)] < O(G) fur alle 2-Komponenten E von 
iv. 
Eine direkte Folgerung aus Satz 1 ist: 
SATZ 2. Sei G eine endliche Gruppe, O,(G) = O(G) = 1 und U eine 
maximale Untergruppe von G, und sei die B(G)-Vermutung fur G richtig. 
Fur U und P E Syl,(U) gelte (a)-(c) aus Satz 1. Dann gilt eine derfolgenden 
Mtiglichkeiten : 
(a) P E Syl,(G) und N,(P) < U. 
(b) F*(G) ist direktes Produkt isomorpher einfacher Gruppen, deren 
2-Sylowuntergruppen Klasse 2 oder 2-Abschnittsrang hochstens 4 haben. 
Fur Gruppen vom Charakteristik-2-Typ erhalt man aus Satz 1: 
SATZ 3. Sei G eine endliche Gruppe vom Charakteristik-2-Typ, O (G) = 
O(G) und S E Syl,(G), und sei H eine Untergruppe von G mit: 
(*) Ist X eine 2-lokale Untergruppe von G und No(S) < X, so ist 
X<H. 
Dunn ist G isomorph zu L,(2”), U,(2”), Sz(2”), L,(3) oder L,(q), wobei 
q - I oder q + 1 eine 2-Potenz ist. 
Insbesondere sind mit Satz 3 alle Gruppen vom Charakteristik-2-Typ 
gekennzeichnet, in denen der Normalisator einer 2XSylowuntergruppe in 
genau einer maximalen 2-lokalen Untergruppe enthalten ist. 
Satz 3 erhiilt man such aus einem Satz von R. Foote, den er auf der 
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Konferenz von Santa Cruz ankiindigte, zusammen mit 
Kennzeichnungsstitzen vo R. Solomon und S. K. Wong. 
Bezeichnungen. Sei G eine endliche Gruppe. 1st G 1: L,(2”) und V ein 2- 
dimensionaler Vektorraum iiber GF(2”), auf dem G als lineare Gruppe 
operiert, so heiljt V natiirlicher L,(Z”)-Modul fur G. Die Definition der 
Begriffe 2-Komponente und F*(G) kann man [ 111 bzw. [8] entnehmen; 
L(G) ist das Produkt der 2-Komponenten von G (siehe such die Definition 
nach (3.2.7)). Theorem 3.1 aus [ 1 l] (L-Balance-Theorem) wird im folgenden 
mit [ 111 zitiert. 
Faktorgruppen von Untergruppen von G heiBen Abschnitte von G; der 2- 
Abschnittsrang von G ist wie “sectional 2-rank” in [lo] detiniert. G ist vom 
Charakteristik-2-Typ, wenn fur alle 2-lokalen Untergruppen M von G 
C,(O,(M)) < O,(M) gilt. Die anderen Bezeichnungen entsprechen denen aus 
[91. 
1. MODULN FUR A,, UND L,(2") 
(1.1) VORAUSSETZUNG. G ist eine endliche Gruppe und V ein endlich 
dimensionaler GF(2)-Modul von G. 
(1.1.1) LEMMA. Sei {b , ,..., b } eine Basis von V und G = A,,. G operiere 
in nattirlicher Weise auf (b, ,..., b }. Dann existieren G-Untermoduln V, und 
p in V mit folgenden Eigenschaften: 
(a) V, = (C;= 1 bi) und [V,, G] = 0. 
(b) Vo = (bi + bj/i, j E {I,..., n}). 
(c) ~vo~=p7/P~=2. 
(d) Genau dann ist V, < V”, wenn n = O(2) ist. 
(e) Ist n = l(2), so ist V” irreduzibel; ist n = O(2), so ist V”/V, 
irreduzibel. 
Beweis. Die Aussagen (a)-(d) folgen direkt aus der Definition von V, 
und Vo. 
Zu (e). Es geniigt zu zeigen, daB v= (v” + VJV,, irreduzibel ist. Sei 
w# 0 ein irreduzibler Untermodul von i7 und W das Urbild von w in 
p+ V,,. Sei WE w\V,, und sei w=Cy=, kibi, k,E (0, 1). 1st w=bi+bj, 
so folgt aus der 2-fachen Transitivitslt von G auf {b, ,..., b,}, dal3 p = W gilt, 
d.h. 8= iI? Deshalb konnen wir annehmen, daB paarweise verschiedene i,j, 
1 mit ki = kj = k, = 1 existieren. Wegen w & V, existiert auBerdem ein r mit 
k, = 0. Sei g = (ij)(lr). Dann ist w + wg = b, + b, E W und wie oben 8= I?? 
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DEFINITION. Der in (1.1.1)(e) beschriebene irreduzibele Unter- bzw. 
Faktormodul von V heiljt natiirlicher A.-Modul. 
(1.1.2) LEMMA. Sei G=A,, S E Syl,(G), m = l(2) und m > 3, und sei 
V ein nattirlicher A,-Modul. Dann sind folgende Aussagen Equivalent: 
(1) m = 2” + 1. 
(2) C,(C,P)) ist d ie einzige maximale Untergruppe von G, die S 
enthtii’lt, und es ist C&C,(S)) % A,,, _1. 
(3) I CVWI = 2. 
Beweis. Sei P ein m-dimensionaler GF(Z)-Modul von G, sei (b, ,..., b,} 
eine Basis von p, auf der G in natiirlicher Weise operiert, und sei P= 
V + (Cy=, bi). Sei m = 2” + 1. Dann konnen wir S so wahlen, dalj S < 
C&b,) = A mu I gilt und S die Elemente 
a = (13 .a. 2” - 1)(24 . . . 2’7, 
b = (12)(34) .. . (2” - 1 2”) 
und 
c = (12)(34) 
enthllt. 
Wir nehmen nun an, da13 eine Untergruppe U von G mit S < U und 
U 4 C,(b,) existiert. Da (a, b) auf (b 1 ,..., b2”} transitiv operiert, ist U 2-fach 
transitiv auf {b, ,..., b }. Deshalb existiert ein Element w = (lm)(xy) in U. Es 
ist wb = (2m)(x’y’) mit x’ = xb und y’ = yb; und es gilt {x, y} = {x’, y’} oder 
lx’, Y’ ) f-l (-5 Y 1 = 0. 
Wir zeigen nun, daI3 U einen 3-Zyklus (rst) enthllt. 1st {x, y} = {x’, y’}, 
so ist wwb = (12m). Sei {x, y} f-l {x’, y’} = 0. Dann ist (ww”)’ = (21m) oder 
{x, y} n { 1, 2) # 0. Im zweiten Fall gilt 0.B.d.A. x= 2, x’ = 1 und 
y 6? ( 1, 2). Daraus folgt wwb = (12ymy’). Wir betrachten un (ww”)‘c. 1st 
{3,4} f { y, y’), so ist {3,4} n {y, y'} = 0 und (wwb)% = (W)(2m)(34), 
also ((ww”)‘~)’ = (yly’). 
Sei nun {y, y’} = (3,4} und h = (ww”)‘. Dann ist h = (1342m) oder 
(1432m) und h” = (3564m) oder (3654m). Im ersten Fall ist (h(h”)4)2 =
(635), im zweiten Fall ist (hh”)2 = (645). 
Wir haben erhalten, da13 U in allen Fallen einen 3-Zyklus (rst) enthalt. Sei 
(abc) ein beliebiger 3-Zyklus aus G. Wegen der 2-fachen Transitivitat von U 
gilt ((abc’), (a’bc)) < U fiir geeignete a’, c’ E {l,..., m}. Aber dann ist 
(abc) E ((abc’), (a’bc)) < U. Deshalb enthilt U alle 3-Zyklen, und es gilt 
U= G. 
Es bleibt noch zu zeigen, da13 C,(b,) = C,(C,(S)) ist. Dazu geniigt es, 
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cm = h?l) + cc=, 4) zu zeigen. Sei v E C,(S). Dann ist u = k,b, + 
Cy=!’ kibi, k,, ki E (0, 1). Wegen b, E C,(S) kijnnen wir k, = 0 
annehmen. Sei LI = {bj/kj = 1 }. Dann ist S < N,(d) und wie gezeigt N,(d) < 
C,(b,). Daraus folgt (A I= m - 1 und v = ,Y’!!-,’ b . 
Aussage (3) ist eine direkte Folgerung aus (2). 
Es gelte nun (3). Angenommen, 2” # m - 1 fur alle n E [N. Sei 24 die 
hochste 2-Potenz mit 24 < m. Dann existiert inC,(b,) eine Untergruppe ZJ 
mit folgenden Eigenschaften: 
(a) [U/u’1 = 2. 
(b) U’= U, x U,. 
cc> u, =A*0 und U, operiert in natiirlicher W ise auf {bl,..., bzq} und 
zentralisiert b, fur m > i > 2q. 
G-9 U, =Am-+m und U, operiert in natiirlicher Weise auf 
tb *4+ 1 ,**-, b,- ,} und zentralisiert bi fur i < 2q. 
Sei TE Syl,(U). Dann ist TE Syl,(G). Deshalb konnen wir 0.b.d.A. 
T = S w;ihlen, und es gilt (b,, ~~~, bi, CT= r bi) < C,(S). Daraus folgt 
2q = m - 1, ein Widerspruch zur Annahme. 
(1.1.3) LEMMA. Sei G = A,,, oder C,, m E l(2) und S E Syl,(G), und sei 
V= [V, G’]C,(S) und [V, G’]/C IY,G,,(G’) ein natcrlicher A,-Modul ftir G’. 
Dann ist V= C,(G) 0 [V, G]. 
Beweis. Aus [ 14, 17.41 folgt V = [ V, G]C,(G). Nach Voraussetzung ist 
dann v= F/C,(G) ein natiirlicher A,-Modul, und nach Induktion kiinnen 
wir 1 C,(G)( = 2 annehmen. 
Sei V = (& ,..., Km), bi fur ein i E {l,..., m } ein Urbild von Fi in V und 
b,) = {bf/gE G’}. Gilt Cy=r bi = 0, so ist [V, G’] = (b ,,..., b,) und p;, 
ein natiirlicher A,-Modul, d.h. [Y, G’] n C,(G) = 1. Gilt Cy!, 
b,# 0, so ist nach (1.1.1) V= (Cr=r bi) 0 [V, G’] und ebenfalls [V, G’] ein 
natiirlicher A,-Modul und [V, G’] n C,(G) = 1. Daraus folgt die 
Behauptung. 
DEFINITION. Sei SE Syl,(G). Dann ist J*(S) = {A < S/A elementar 
abelsch und \A ) > ) V/C,(A))} und s*(S) = (A/A E d*(S)). 
(1.1.4) LEMMA. Sei G = C, , S E SyI,(G) und V/C,,(G) ein natli’rlicher 
A,-Modul fiir G’. Dann gilt: 
(a)V/C,(G) ist kein nattirlicher L,(4)-Modulfiir G’. 
(b) J*(S) ist elementar abelsch der Ordnung 4. 
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(c) Es existiert ein A E d*(S) mit (A ] = 2. 
(4 I Cv(WV)/Cv(G)I = 4. 
Beweis. Nach (1.1.3) ist V = C,(G) 0 [V, G]. Sei deshalb 0.B.d.A. 
C,,(G) = 0. 
Aussage (a) folgt aus (1.1.2)(3). Sei t Transposition aus X,. Dann gilt 
( V/C,(t)] = 2 und Aussage (c) fur (t). 
Fur jede Involution x aus G’ gilt [x, Y] = C,(x) und ) V/C,(x)J = 4. 
Zusammen mit (a) folgt daraus J*(S n G’) = 1. Deshalb gilt (b). 
Wegen (b) und (c) ist J*(S) = (t, t’) fur y E (S n G’)\Z(S). Deshalb ist 
I c,v(s))I = 4. 
(1.1.5) LEMMA. Sei S e Syl,(G) und E = F*(G) mit folgenden 
Eigenschaften: 
(a) E=Xr=,Ei,Ei=L,(2”),n> l,A,oderA,. 
(b) [V, E,]/CI,,,,I(Ei) istein nattirlicher I,,(27, A,- bzw. A,-Modul 
ftir Ei. 
(c) J*(s)# 1. 
Sei A E&‘*(S) und k E {l,..., r]. Dann ist ]A) =) V/C,(A)) und 
C,,,,JE,) < C,(E), und es gilt einer der folgenden Fdlle: 
(1) [AE,] = 1. 
(2) Ek=L2(2”), n > 1, AnE,=SnE, undAnE,EIc$*(SnE,). 
(3) Ek=A3 oder A,, und [V, Ek] ist ein natcrlicher A,- bzw. A,- 
Modul; und es existiert A,, <A mit A,E, NC, oder Z,, A, E &*(A,E, n S) 
und [A,E,, Ej] = 1 fiir j# k. 
Beweis. Sei V, = [V, Ek]. Dann ist [V,, Ek] = V, und wegen (b) [V,, 
C,(E,)] < Cy,(Ek). Mit dem 3UntergruppenLemma folgt [V,, C,(E,)] = 1, 
insbesondere ist Cr,(E,J < C,(E). 1st V, ein natiirlicher A,- bzw. A,-Modul 
fur E,, so ist wegen (1.1.3) CV,(Ek) = 0. 
Sei nun ) VJ minimal und dann r minimal, so da13 die Behauptung falsch 
ist, und sei v= V/C,(E). -- 
Es ist ]A ) > 1 V/C,(A)] > 1 V/C,(A) C,(E)] > I V/C,(A)], und mit Induktion -- 
folgt I A I = ( V/C,(A)] und C,(E) < C,(A). Sei (C,(E)] = a, r = {El/e E A ), 
r,, = W, ,... E,}\r, C = bier c,4(Ei) und A=BxC. Fiir 
V, = CvW(T1,,,r Vi> und V, = C,(E)(&j,,,,Vj) gilt dann: C,(A) < 
Cy#Wyc(C) und I Cv(A)I G I C,,WI I Cv,(CI a
Zusammen mit I V] = I V,l ) V,] a-’ und ]A] = ]B] ICI folgt daraus: 
IA] = ]B( (Cl > (V,( 1 V,( a-‘a(]CvB(B)( ]C,,(C)()-‘. Deshalb konnen wir 
0.B. PI 2 I WG,@V annehmen. 1st ITI < r, so gilt die Behauptung fur V 
und B(nEisr Ei). Es bleibt in diesem Fall [A,E,, Ej] = 1 fiirj # k zu zeigen, 
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wobei A, < B, A,E, = Z3 und A, E &*(S n A,Ek) ist. Nach (1.1.4) kiinnen 
wir IA, I= 2 wahlen. Angenommen [A,, Ej] # 1. Dann ist nach Induktion 
AoEj = C, oder Z, und A, E d*(A,Ej n S). Andererseits ist aber fiir k #j 
) V/C,(A,)I = 4, ein Widerspruch. 
Sei nun (T( = r, und sei D = or=, NA(Ei). Dann ist (DI < 2, 2fioder q, 
wobei q = 2” im Fall E, N L,(2”) und q = 2 bzw. 4 im Fall E, N_ A, bzw. A, 
ist. Wegen (c) ist ( C,,(D)( < aq oder a& in den Fallen E, N L,(2”) oder A, 
und 1 Cvk(D)l = 8 a, wenn ) D ( = 2 und rk ein natiirlicher A, -Modul fur E, ist. 
Daraus folgt rq > IA ) > 1 V/C,(A)/ > qr bzw. 2r > IA I> 2’. Aber dann ist 
r = 1 oder Y = q = 2 oder r = ) DI = 2 und vk ein natiirlicher A, -Modul fur 
E,* 
Im Fall r = 2 ist DE, N Z, oder Zs und 1 V/C,(A)/ > 23 oder 2’, ein 
Widerspruch. 
Sei nun r = 1. Dann ist A = D. Gilt AE, N Z3 oder A GE,, so ist G kein 
Gegenbeispiel. 1st AE, 1: C,, so ist r kein natiirlicher LL(4)-Modul. An 
Hand der Operation von E, auf (Cr(S)“x) sieht man, da13 V ein natiirlicher 
A,-Modul fiir E, ist. 
2. DER A5-F~~~ 
(2.1) VORAUSSETZUNG. G ist eine endliche Gruppe und U eine 
Untergruppe von G mit folgenden Eigenschaften: 
(a) i7 = U/F(U) 1: 2,. 
(b) Q = O,(U) ist elementar abelsch der Ordnung 25. 
(~1 Q/C,(U) t is ein natiirlicher A,-Modul fur p. 
(d) Gilt U < X fur eine Untergruppe X von G, so ist O,(X) = 1 oder 
I % = I%. 
(4 IU12flG12. 
(2.1.1) SATZ. Q 4 O’(G). 
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel. Wir wahlen folgende Bezeichnungen: 
C,(U) = (z), v= [Q, Ul, P E SYW) und P < S E Syl,(G), S, = N,(J(P)), 
s E N,(P)p und s* E P. Wegen (2.1)(d) ist Qs # Q. 
(1) Q zerfallt als a-Modul, d.h. ) VI = 24. 
Die Behauptung folgt aus (1.1.3). 
(2) I Q’/Qs n Q I = 4 und Qs n Q = Z(J(P)). 
QS ist Normalteiler von P. Deshalb folgt (2) aus (1.1.4). 
(3) Es existiert ein Normalteiler L in U mit U = (z) X L. 
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Da wegen (2) in U’/ v\Q/ V Involutionen existieren, 
U’/VO(U) 4 SL(2,5). Aus [ 14, V 25.71 folgt die Behauptung. 
Wir wahlen nun noch folgende Bezeichnungen: 
R = Z(JV’)), V = (V n R)(t, , fd, 
ist 
wobei t; fur i = 1, 2 eine Transvektion in Q induziert, q = t, t,, 
Qi = (tf)C,(ti) fur i = 1, 2. 
(b) Jede abelsche 2-Untergruppe von P ist in U oder U” zu einer 
Untergruppe von J(P) konjugiert. 
(c) Jede elemtar abelsche 2-Untergruppe von P ist in U oder Us zu 
einer Untergruppe ines Elementes aus d(P) konjugiert. 
Der Beweis folgt aus der Struktur von U. 
(5) Sei s* = 1 und [ Vn R, s] = 1, und sei .Z, = C,,,,(s) und Z= C,(J,). 
Dann gilt: 
(a) J, = (qq’z)(Vn R) und .Z, z C, x C,. 
(b) Z=(t,t~,t,t~,z)undZrC,XC,XC,. 
Sei (1, 2) = {i,j}. Angenommen, [ti, tf] = 1. Dann ist tits EJ, und 
Ql = Qi. Deshalb ist such wegen (4)(a) QJ = Qj und tit; E .Z,, also such 
qqs E J,, denn wegen (3) ist V n R = J(P)’ < .Z,. Aber dann ist [q, qs] = 1 
und q E C,(q’)\R; im Widerspruch dazu ist qs E U’ und CQ(qs) = R. 
Wir haben gezeigt, da13 o(titi) = o(tjtJ) = 4 ist. Es gilt [t, t:, t, G] = 
[fl, t;j It], t:]“. Aus J(P)’ < Z, folgt [tl ti , t, ti] = 1. Deshalb ist 
(t,t;,t*t;,Z)=C*XC‘$XC~. 
Angenommen, ti tsz E 1,. Dann ist ti tfz = ti tizS = (ti ti)- ‘z’, d.h. [s, z] = 
[ti, tf]. Im Widerspruch d azu folgt aus der Struktur von U [ti, tf ] @ Z(P), 
wahrend [s, z] E Z(P) gilt. 
Damit ist J, = (qq”z)(Vn R), und aus der Struktur von U folgt Z = 
(t, t; 3 t, t; 3 z). 
(6) Sei s* = 1 und [VnR, s] # 1, und sei .Z, = C,,,,(s). Dann ist 
[ti, tf] = 1 fiir i= 1, 2 und J, = CR(s)(tl t:, t, ti, qq’z). Fur A E &(.Z$) gilt 
(A 1 = 2’. 
Sei iE (1,2} und (h)= [VnR,s]. Dann ist (h)=Z(P)nV. 
Angenommen, [ti, tf] # 1. Dann ist [ ti, tf] = h E Z(P), ein Widerspruch zur 
Struktur U. 
Sei nun [ ti, ti] = 1. Dann ist nach (4)(a) Qf = Qi und Qj” = Qj, also such 
Itj, $1 = 1. Deshalb ist (t, ti, t2ts) <J,. Wie in (5) ist [q, q’] # 1, d.h. 
[q, qs] = h = [z, s]. D araus folgt J, = C,(s)(t, ti, t, ti, qq’z). 
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Sei A E &‘(J,). Dann ist ]A ] > 23. Angenommen, IA ] > 24. Dann ist 
AR E d(P), und aus (4) folgt ein Widerspruch. 
(7) Es ist IS,/P] < 4. 1st ]S,/P] = 4, so gilt: 
(4 W(p) = 4. 
@I S, 4 N,(P). 
(c) [ Vn R, x] = 1 fur alle x E S,\P mit x2 E J(P). 
Es ist (R / = 23 und wegen (3) Vn R = J(P)‘. Deshalb ist S,/J(P) zu einer 
Untergruppe von L,(2) isomorph, die eine Hyperebene normalisiert. Daraus 
folgen (a) und (c), denn [P, Vrsl R ] # 1. Insbesondere ist 
P/J(P) 4 Z(S,/J(P)). Daraus folgt (b). 
(8) J(P) = J(S) und (S/PI < 4. 
Wegen (7) geniigt es zu zeigen, dal3 J(P) =J(S,) ist. Sei A E d(S,). 
Dann folgt aus (7)(a) IA/A n J(P)1 < 4. Angenommen, A 4 P. Sei als erstes 
IA/A n PI = 4, und sei x E A n sP. Nach Wahl von s kiinnen wir x = s 
annehmen, und aus (7)(c) und (5) folgt IA I Q 24, ein Widerspruch zu 
IQ1 = 25 und A E d(SJ 
Sei nun ] A/A n P ] = 2. 1st A n sP # 0, so folgt der Widerspruch wie oben 
aus (5) oder (6). Sei also A 4 (s)P und a E A\(s)P. Dann ist wegen (7)(a) 
C,(a) & J(P), und aus (A ] > 25 folgt JA n J(P)1 > 24. Es ist [a, z] # 1 wegen 
(2.1)(d), also z & A und deshalb (z)(A n J(P)) E d(P). Aber dann ist nach 
(4)(a) (z)(A nJ(P)) = Qi fiir ein iE {1,2} und [Qi, a] <R. Daraus folgt 
(Q n Q,y = Q n Qi und Q’ < C,,(Q n Qi) = (Q, Qi). Damit ist Q’ = Q, ein 
Widerspruch zu (2.1)(d). 
(9) Kein Element aus zV ist zu einem Element aus V konjugiert. 
Angenommen, x E zV ist zu y E V konjugiert. Dann kijnnen wir durch 
Konjugation in U erreichen, da13 x E R und y E Vn R gilt. Deshalb ist x 
wegen (8) schon in N&(P)) zu y konjugiert. Im Widerspruch dazu ist wegen 
(3) Vn R = J(P)’ Normalteiler von N&(P)). 
(10) Sei L wie in (3) und P, = (Pf7 L’)V”. Dann ist kein Element aus 
zV zu einem Element aus P, konjugiert. 
Angenommen, x E zV ist zu y E P, konjugiert. Wegen (9) ist y & VU V” 
und damit y @ L’. Deshalb induziert y eine Transvektion in V, und es ist 
y= tc fur t E vS\L’ und c E C,(t). Aber dann ist y in C,(t) zu einem 
Element aus V” konjugiert, ein Widerspruch. 
(11) z ist zu einem Element aus SP konjugiert. 
Angenommen, G ist ein Gegenbeispiel zu (11). 1st ] S/PI = 2, so folgt aus 
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(10) und mit dem Transferargument von Thompson [ l&5.38], daI3 G kein 
Gegenbeispiel zum Satz ist. 
1st 1 S/PI = 4, so ist nach (7) und (8) S/J(P) = D,, und alle Involutionen 
aus z( Vn R) und damit such aus zV sind konjugiert. Deshalb ist 
(S n z”) = P, und P ist Normalteiler von S, ein Widerspruch zu (7). 
Wegen (11) konnen wir s so wlihlen, da13 s zu z konjugiert ist. Sei 
auflerdem J, = C,,,,(s). 
(12) ~,WP)) = ~GTvP)). 
Sei x ein Element ungerader Ordnung aus N&(P)). Aus (4)(a) folgt 
Id( = 4 und aus der Struktur von U lQnQSI#]QnQ,] fur i= 1,2. 
Deshalb normalisiert x jedes Element aus d(P), und es gilt [Q”, x] < Q und 
[Q, XJ < QS, d.h. [J(P), x] <R. A n d ererseits i t R n V= [Q, Qs] und damit 
[R, x] = 1. Daraus folgt x E C,(J(P)), und mit (8) erhalten wir die 
Behauptung. 
(13) [vnR, s] f 1. 
Angenommen, [ Yn R, s] = 1. Sei Z = C,(J,), und sei g E G so gewiihlt, 
da13 s = zR und J, < Pg ist. Dann existiert wegen (4)(b) und (5)(a) 
c E Ug U Usg mit J, <J(P)gc und s E Rgc. Aber dann ist &(Npar(.Zs)) s 
d(P), und s ist wegen (8) in N&J zu einem Element aus J(P) konjugiert. 
Sei N = N,(J,), C = C,(J,) und N = N/J,, und sei S n N & T E Syl,(N). 
Wegen (5) ist [E S] = 1 und P n C = 1. Deshalb existiert n E N mit s E I” = 
P”nC und Z<T”nC. Aus ZnZ”=.Z, und III=4 folgt T”nC=ZZ” und 
.Z(S”) ZZ” < T”, denn wegen J(P)’ < .Z, und (8) gilt J(S) < T. 
Sei fl,, =iVd(@). Dann ist J(S) < f10 und wegen [ZF] < C&,(Z) such 
r*lnc<N --ii 
~- 
Gilt [I, Z ] # 1, so ist N, n C/Z(f)O(N,, n C) -Z, oder ,,. 
N, n C = (T n C)O(N, n C). Im ersten Fall folgt ein Widerspruch in 
Aut((@j 1: IL,(2), 
- -.- 
denn J(S) 4 N,, n C. Im zweiten Fall ist [EF] Q 
F n FU(N, n C), also [I, r”] < In I” = 1, ein Widerspruch zur Annahme. 
-7 Sei nun [Z, Z ] = 1 und F = II”. Dann ist P= T”nC elementar abelsch 
der Ordnung 24, und S ist in N#) zu i konjugiert, d.h. wir konnen 
n E F,(F) wlhlen. Nach (5) ist I= [Q, 51, und wegen Fnp = 1 ist r= 
Cd(Q). Deshalb ist N,&)/CdF) N L,(4) und F ein nattirlicher L,(4)-Modul. 
Aber dann sind alle Involutionen aus Fin N#) konjugiert, ein Widerspruch 
zur Struktur von F. 
(14) G ist kein Gegenbeispiel. 
Wegen (13) ist [ Vn R, s] # 1. Wir wenden (6) an. Sei YE ,tS(J,). Dann 
ist nach (6) ) YJ = 23 und 0.B.d.A. Y = C,(s)(t,t~). Sei wieder s = zg und 
Y < Pg. Aus (4)(c) folgt, dal3 c E Up U Usg und A E d(P”‘) mit (s)Y<A 
existiert. Da aul3erdem Y < Q, E d(P) ist, folgt mit (8), da13 s schon in 
C,(Y) zu einem Element aus J(P) konjugiert ist. 
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Sei C = C,(Y) und C,(Y) = S, < TE SyI,(C). Aus (6) und (7) folgt S, = 
Q,(s). 1st S, = T, so ist s in N,(T) zu einem Element aus Q, konjugiert, 
denn So/Y ist abelsch. Im Widerspruch dazu ist Q, = J(S,) Normalteiler von 
N,(T). 
Sei also S, # T und T< Sh, h E G. 1st T= J(Sh), so ist wieder T/Y 
abelsch und s in N,(T) zu einem Element aus Q, konjugiert. Im Widerspruch 
dazu ist wegen (12) N,-(T) = TC,(T). 
Damit ist T# J(Sh) und Y # Rh. Aus der Struktur von Uh folgt deshalb 
C&Y) = Q, oder C,,(Y) = Q,(s) und s EJ(Q,(s)). Im ersten Fall ist 
Cs@‘) = Q, (s>, ein Widerspruch zu S, # P, im zweiten Fall ist wegen (8) 
s E J(P), ein Widerspruch zur Wahl von s. 
3. PUSHING UP 
(3.1) VORAUSSETZUNG. G ist eine endliche Gruppe, O(G) = 1 und 
S E Syl,(G). Es existiert eine Untergruppe U von G mit folgenden 
Eigenschaften: 
(a) P = S n U E Syl,(U), und es existiert eine Untergruppe H von U 
mit PF(U) < H # U und (P, P”) = U fur alle u E u\H. 
@I WWW)) f 1. 
cc> Cu(O*(u)) Q w). 
(3.1.1) LEMMA. Sei Q = O,(U), und sei O,((U, N,(P)))= 1. Dunn 
existiert ein Normalteiler W in U mit folgenden Eigenschaften: 
(a) U = WP und F(U) = F(W). 
(b) [O,(w), O’W>l = v< Q,(Z(Q)). 
(c) w= W/F(W)=Xr=, Ei, Eii-L,(2”), n> 2, oder A,, und P 
operiert transitiv auf {E, ,..., E,}. 
(d) Z%r Vi = [V, Ei] und Xi = Vi/Vi n Z(W) gilt: 
(dl) C,i(E,)<Z(W)und[Vi,Ej]=1f6ri#j. 
(d2) Xi ist ein nattirlicher L,(2”)-, A,- bzw. A,-Modul fiir Ei 
(=L,(2”), A, bzw. A3). 
Beweis. Nach Voraussetzung ist N”(C) < H fur jede nichttriviale 
charakteristische Untergruppe C von P. Deshalb kdnnen wir [2, Theorem 1 ] 
anwenden. Zusammen mit (3.1)(a) folgt daraus, dal3 ein Normalteiler W,, 
von U mit 02( W,,) = W,, , U = W,,P und folgenden Eigenschaften existiert: 
(1) @‘,, = W,lF(W,,) = XT=, wi, Vi = L,(2”), n > 2, oder A,,,, 1, 
n > 1, und P operiert transitiv auf { W, ,..., W }. 
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(2) v= IWO9 W~o)l< Q,MO*(~o>)). 
(3) [V, Wi]/C,,,,il(Wi) st ein natiirlicher L,(2”)- bzw. A,.+,-Modul 
fur Wi (-,542”) bzw. A*.+ J. 
Wegen (3.1)(b) und (1.1.2) ist tii-L,(2”) oder A,. (Man beachte 
L,(4) =A, .) Sei W = W,,F(U). Dann gelten (a) und (c). 
Nach (3) und mit dem 3-Untergruppen-Lemma [9, 2.2.31 ist [V, Wi, 
Wj] <C,Y,W,,(Wi)nCrv,wj,(Wj) fur i#j. Daraus folgt 
(4) C~v,wil(Wi> S Z(Wo) und [V, Wi, Wj] = 1. 
Angenommen, Vk Z(Q). Wegen (2)-(4) ist dann I’n Z(Q) < Z(W,,). 
Aus W,, = O*( W,) folgt [ W,, Z(Q)] < vf7 Z(Q) & Z( W,) und deshalb 
IW,,Z(Q)]= 1. D amit ist wegen (3.1)(c) [Z(P), U] = 1 und (N,(P), U) < 
N,(Z(P)), ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt V< Z(Q), und die 
Behauptung folgt aus (2), (3) und (4). 
BEZEICHNUNGEN. Im folgenden iibernehmen wir die Bezeichnungen I’, 
W, Ei usw. aus (3.1.1). AuBerdem ist Zi = Z(J(P)) n Vi. 
(3.1.2) LEMMA. Sei s EN,(P), O,((U,N,(P)))= 1 and Pk Q. Dann 
gilt eine der folgenden Aussagen: 
(1) Ei N L,(2”), n > 2, Xi ist ein nattirlicher L,(2”)-Modul fur Ei und 
J(P)< vSQ=Pn W. 
(2) Ei-A, oder A,, und es gilt: 
(2a) Xi ist ein nattirlicher A,- bzw. A,-Modul fur Ei. 
(2b) J(P) W/F( W) = Xi= 1 Fi, Fi N .?Y, oder E, und c = Ei. 
(2~) J(P)Q = FQ, und es existieren Elemente aus r\W, die 
Transvektionen in V induzieren. 
Beweis. Sei il = U/F(U) und @ = U’/F(U’). Wir betrachten die 
Darstellung von 0 auf V und von r7” auf Vs. Dazu ilbernehmen wir die 
Bezeichnung d*(F) und d*(p) aus (1.1.4). Nach (1.1.4) ist (P/C,,(y)] <
1 V/C,(vS)(. Deshalb ist V E J*(p) und wegen (1.1.4) 
Deshalb ist v” E&‘*(F). Da v” Normalteiler von P ist, folgt aus 
(3.1.1)(c) und (1.1.4) die Behauptung. 
(3.1.3) LEMMA. Set A = ( V”/n E N,(P), V” ,< Q}, s E N,(P) mit Ys 4 Q 
und O,((U, N,(P))) = 1. Dann ist As’ = A. 
Beweis. Es ist [Q”, Y”] = 1. Wir wenden (3.1.1) und (3.1.2) an. Dann ist 
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] Q/C,(V)] = ] V/C,(vS)], also Q = C,(V”)V. Sei d ein p-Element aus B’/H, 
p # 2 Primzahl, das fixpunktfrei auf V/Vn Z(w) operiert und fur das 
(V, Vd)F( IV) = WJ(P) gilt. Sei Q, = C,(V) n C,( Vd). Dann ist Q = Q, V 
und Q, n V= Vn Z(W.(P)). Insbesondere ist Q, Normalteiler von @‘J(P). 
Deshalb ist [I/“, J(P)] = [V”, V], und aus [I’“, J(P)] = [I’, J(P)]’ folgt 
(*) [V”, vy= [F, V]. 
Wegen (*) ist [ v”‘, v”] # 1. Angenommen, [ v”‘, V] # 1. Dann ist J(P)Q = 
V”Q und V/“‘& Q, VU Q, Vs. Aus der Struktur von WJ(P)/Q,, (3.1.2) folgt 
ein Widerspruch. Sei nun v”‘< Q. Angenommen, A”‘# A. Dann existiert 
B E A”\p, d.h. J(P)Q = BQ. Daraus folgt [V”‘, J(P)] = [v”‘, BQ] = 
[ Vs’, Q,] < Z( WJ(P)). Andererseits ist wegen (*) [V”‘, J(P)] = 
[ v”, VI 4i ww~)). 
(3.2) VORAUSSETZUNG. Es gilt (3.1) und autlerdem: 
(d) 1st U* eine Untergruppe von G, die U enthllt, so ist O,(U*) = 1 
oder P E Syl,(u*). 
(e) PZS. 
Bezeichnung. Es gelte (3.2). Dann bezeichnen wir mit s ein Element aus 
Ns(P)\P mit s* E P. 
(3.2.1) LEMMA. vS& Q. 
Beweis. Angenommen, v” < Q. Wegen (3.1.1) gilt dann (s, P, W) < 
N&T), ein Widerspruch zu (3.2)(d). 
(3.2.2) LEMMA. Q ist elementar abelsch, und es gilt 
Q = v(Q n ZWW’))). 
Beweis. Wir wenden (3.2.1) und (3.1.2) an. Mit dem gleichen Argument 
und den gleichen Bezeichnungen wie in (3.1.3) ist Q = Q, I’ und Q, n I’= 
v n z( w(P)). 
Sei nun T eine p-Sylowuntergruppe von W lliit d E T (d wie in (3.1.3)) 
und Q, = C,(T). Dann existiert w E W mit P = N,(T”‘)(P f7 IV). Deshalb ist 
Q: Normalteiler von (v”, VSd)WP = U, d.h. Q, ist Normalteiler von U. 
Wegen (3.2)(d) ist Q. n (2: = 1. AuBerdem ist [Qo, VV] = 1 = [Qi, IT]. 
Damit ist Qi < Q = Q, I’. Daraus folgt, da13 Q, und deshalb such Q 
elementar abelsch und Q, = Z( WJ(P)) ist. 
(3.2.3) SATZ. Sei r = 1, d.h. w ist einfach. Dann gilt einer der folgenden 
Fdlle : 
(a) O*(G) hat hiichstens 2-Abschnittsrang 4. 
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(b) X, ist ein nattirlicher L,(2”)-Moduljitir m.21 L,(2”), n ) 2, und die 
Klasse von S n O’(G) ist 2. 
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel. Da m nur eine Komponente besitzt, 
lassen wir im folgenden bei V, und X, den Index weg. Sei R = Q n Qs und 
Z, = R n Z( WJ(P)). Wir benutzen (3.1.1 t(3.2.2). Wegen (3.1.2) und 
(3.2.2) ist R =Z(J(P)) und wegen (3.2)(d) Z,-,nZi= 1. Aus (3.1.l)(d2), 
(1.1.2) und (1.1.4) folgt JZ,J < 2”, und X ist ein natiirlicher L,(2”)-Modul, 
oder ( Z, 1 < 2, und X ist ein natiirlicher A 3 -oder A 5 -Modul. 
(1) IT&&. 
Angenommen, p = A 3. Dann ist ] Q ( < 2’, und G hat nach [ 13 
2-Abschnittsrang 4.
(2) 1st @= L,(4), so ist X ein natiirlicher L,(4)-Modul. 
] hiichstens 
Angenommen, X ist natiirlicher A, -Modul. Dann ist ( Q ] < 25. 1st ( Q ( = 24, 
so hat G wieder nach [ 131 2-Abschnittsrang 4.1st ] Q] = 25, so folgt aus 
(2.1.1) und erneut [ 131, dal3 G kein Gegenbeispiel ist. 
Sei nun im folgenden p= L,(2”), n > 2, und X ein natiirlicher L,(2”)- 
Modul fiir m. Sei aurjerdem K ein Komplement zu J(P) in N&(P)) und 
R, = [K, R]. Dann ist R = Z, x R,. Wir konnen K so wahlen, dal3 P = 
N,(K) J(P) gilt. 
Nach (3.1.2) und (3.2.2) ist J(P) = QQ’ = Pn W, und aus der Operation 
von w auf X und der Struktur von Aut(L2(2”)) folgen (3) und (4): 
(3) P/J(P) ist zyklisch. 
(4) Q U Qs enthalt alle Involutionen aus J(P). Aul3erdem ist (Q/R ( = 
2” und C,(x) = R = [Q, x]Z, fur alle x E Q”\Q. 
(5) J(P) =J(S) und IS/PI = 2. 
Wegen (4) und (3.2)(d) ist N,(P) = (s)P. Sei A E &((s)P). Dann ist nach 
(3) IA/A nJ(P)I < 4. Angenommen, A 4 P. Dann ist A nJ(P) ( R, und aus 
lQl<lAj<IAnRI4 folgt 2”=4=(A/AnRR( und AnR=R. Aber dann 
ist A f? P 4 J(P), und die Elemente aus (A n P)p(P) induzieren liuflere 
Automorphismen in I?? Deshalb ist C,(A n P) #R, ein Widerspruch zu 
R <A. 
(6) 1st Z, # 1, so ist ]Z, I = 2”. 
Wegen (3.2)(d) ist Z, nZi = 1, d.h. JZ,J < 2”. Sei Z, # 1, und seien 
ri = z” nR fiir 1 < i Q k und z, ,..., zk E Z,# die verschiedenen Konjugier- 
tenklassen von Elementen aus Zf in R. Die Elemente aus ri sine schon in 
N&(S)) (wegen (5)) konjugiert. 
Angenommen, ri f7 R, = 0 fur i = l,..., k. Dann ist R, Normalteiler von 
N&J(S)), denn alle Restklassen von R nach R, enthalten wegen der 
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Operation von K auf R, nur Elemente, die zu Elementen aus 2, konjugiert 
sind. 
Fur a E ri n Z, sei a’Ro (a’ E Z,) die Restklasse, in der us liegt. Aus 
a’R, = b’R, fur a, b E T, n Z, folgt (ab)” E R,, also Q = b. Deshalb ist 
Sei zi E Z, n Z(P). Dann ist ITi] = ]iV,(J(S))/N,(J(S)) n C,(z,)J und 
wegen (5) 4,/‘]Tj]. D araus folgt 2” = 2, ein Widerspruch zu n > 2. 
Sei nun Tl so gewahlt, da8 T, n R, # 0 ist. Dann gilt wegen der 
Operation von K R,“cT’,. 1st R,nRi= 1, so ist 2”= IR,l< IZ,], d.h. 
IZ,I = 2”. Angenommen, R,nRS, # 1. Da R, Normalteiler von P ist, 
existiert 1 # r E R, n Ri mit S < C,(r), und aus r E r, folgt Wp < C,(r) fur 
ein g E G. Aber dann ist fiir ein c E C,(r) NsE(Qg)uIE = UB und (SC, Ug) < 
C,(r), ein Widerspruch zu (3.2)(d). 
(7) Sei w E Pp(P) und w* E Q. Dann gilt: 
(4 I C&l* = I Q I- 
(b) C,W = [Q, ~1. 
(c) Z,= 1 oder [Z,,w]# 1. 
(4 I G&I’ < I Q I fcr x E P~(p>. 
Zum Beweis von (a)-(c) geniigt es, (a) zu zeigen. Wir konnen w E N,(K) 
mit [K, w] $ C,(Q) wtihlen. Da jedes Element aus K\C,(Q) fixpunktfrei auf 
Q/Z, operiert, gilt ] C,(w)Z,/Z, ]* = ] Q/Z,]. Insbesondere ist 
1 CR(W)ZO/Z, I= 2**. 1st Z, # 1, so ist wegen S < NG((w)J(P)) such 
C=,(w)s Q C,(w). Zusammen mit (6) *folgt daraus ] C,0(w)]2 = IZ,, ], denn 
wegen (3.2)(d) ist CzO(w) n Cz,(w)s = 1. Deshalb gilt (a). 
Sei nun x E PPP) und k E [N minimal mit xk E J(P). 1st xk E Q, so folgt 
(d) aus (a). 1st xk & Q, so ist wegen (4) C,(x) < C,(xk) Q R. Andererseits 
gilt P = J(P).N,(K). Deshalb existiert x’ E xl(P) n N,(K) mit C,(x) < C,(x’) 
und x’~ E Z,. Nun folgt die Behauptung (d) wieder aus (a). 
(8) IR I > z3. 
1st lRl=2*, so ist ]Q]=24 und m=L,(4). Aus [13] folgt, da13 G 2- 
Abschnittsrang 4 hat. 
(9) RGnssJ(P). 
Sei A = Rg E RC n S. Angenommen, A k.J(P). Aus (3) und (5) folgt 
IA/A nJ(P)I < 4, und aus (8) A nJ(P) # 1. Wegen (4) kiinnen wir 
annehmen, da8 A n J(P) = A n Q ist. 
Angenommen, Z, # 1. Dann ist nach (6) ] Z,] = 2”. Als erstes betrachten 
wir den Fall A n Q <R. Dann ist [R/A n R ] < 4. 1st A <P, so existiert 
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wegen (3.2)(d) a E A\P mit Z, n Zi = 1. Deshalb ist IZ,,I = 4 = ]A n R I= 
]A/,4 n R 1. Aber dann existiert b E (A nP)v(P) mit [R, b] <Z,, denn 
R = Z,(A n R). Daraus folgt ein Widerspruch zur Operation von b auf @ 
und X. 
1st A <P, so ist IR/AnR)=2 und wegen (7) [R,A]<Z,, ein 
Widerspruch wie oben. 
Sei nun AnQdgR oder AnQS$R fiir alle AER’nS mit A&J(P). 
Dann ist A <P, d.h. RG fT S & P. AuBerdem ist wegen (3) und (4) 
1 A/A A Ql = 2 oder IA/A fT Q’l = 2. Sei 0.B.d.A. IA/A n Q I = 2. Aus 
/Z,I = 2” und (7) folgt 23” > IA fT Q12= (22n-‘)2. Deshalb ist n = 2 und 
A fT Q = C,(a) fur u E A\Q. Insbesondere gilt Q <N,(A). Sei Q < Sg < 
N,(A). Dann ist Q <J(P) und A = Z(J(Sg)), ein Widerspruch zu 
lQ,Al f 1. 
Wir konnen nur annehmen, da13 Z, = 1 ist. In diesem Fall folgt ein 
Widerspruch mit dem gleichen Argument wie in [3, 3.71. 
(10) Keine Involution aus S\J(P) ist zu einem Element aus J(P) kon- 
jugiert. 
Sei w eine Involutions S\J(P). Angenommen, w ist zu einer Involution aus 
J(P) konjugiert. Wegen der Operation von @ auf Q und (4) ist w = zg fur ein 
gEG und zER. 
1st [R, w] = 1, so ist Z, = 1, und wir konnen wegen der Operation von K 
auf R annehmen, dal3 z E Z(S) gilt. Deshalb existiert g E G mit (R, Sg) < 
C,(w). Sei 0.B.d.A. R < Sg. Dann ist wegen (9) R <J(P)g und w E Rg < 
C,(R), und w ist wegen (9) in C,(R) zu einem Element aus J(P) konjugiert. 
Aber C,(R) = J(P)(w) E Syl,(C,(R)), und J(P)/R ist elementar abelsch der 
Ordnung 22” > 4. Daraus folgt mit [8, Cor. 41 und (4) ein Widerspruch. 
Sei nun [R, w] # 1 und w E NC(Q), und sei Q, = C,(w). Dann existiert 
ein XE G mit Q,,,<Y und wE RX, und wegen (3), (7) und (8) ist Q, = 
Q, nJ(P)” f 1. Wir wahlen x noch so, da13 I Q,l maximal ist, und wegen (4) 
konnen wir annehmen, da13 Q, < Qx ist. Sei Q, die grijrjte Untergruppe von 
Q mit [Q,, w] < Q,. Wegen (7) ist Q, # Q,. Es existiert h’ E NG((w)QO), so 
dal3 fur h = xh’ Q, < Sh und (w)Q,, < Qh gilt. 
1st Q, = Q,, so ist Q, = Q und wegen (9) Q < J(P)h. Deshalb ist w schon 
in NG(Q) zu einem Element y aus Q konjugiert. Aus [8, Cor. 41 angewandt 
auf J(P)/Q und wQ in NG(Q)/Q folgt I.I(P)/Q /= 2” = 4, und aus (8) folgt 
Z,, # 1. Aber dann ist wegen (7) I Cc(w)1 # I C,(y)l, ein Widerspruch. 
Sei also Q, # Q, und damit such Q, # Q. 1st Q, nJ(P)h = Q,, so ist 
j Q,/Q,I < 4 und damit iQ,/Q,l = IQJQ,I = 2. Aber dann ist such 
/ Q/Q, I= 2 und / Q/Q,] = 4. Daraus folgt wegen (7) I Ql = 24, ein 
Widerspruch zu (8). 1st Q, nJ(P)h # Q,, so ist wegen (4) Q, nJ(P)h < Qsh 
und I Q,/Q, n J(P)h I< 2. Daraus folgt wegen C,, mcpjh(~) = Q, 1 Q,,,/QoI = 
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lQ/Q,I=2 und wegen (7) ]Q, nJ(P)h]2=]Q], also ]Ql=42, ein 
Widerspruch zu (8). 
Wir haben gezeigt, da13 keine Involution aus P\J(P) zu einer Involution 
aus J(P) konjugiert ist und [R, w] # 1 gilt. Sei nun w E S\P, und seien Q,, 
x, S”, Q,, Q, und Sh wie oben gewlhlt, d.h. Q, < Sh und (w)QO < Qh. Es ist 
lQ,/Qd-W')hl<2. 
Angenommen, Q, = Q,. Dann ist [R, w] n Q, = 1, und wegen 
1 # [R, w] < Q, und Q, = Q, nJ(P>” gilt ][R, w]] = 2. Deshalb induziert w 
eine Transvektion in R, und wegen (6) und Z, n Z,W = 1 ist Z, = 1. Eine 
Gruppe, deren Ordnung nicht durch 4 teilbar ist und die von Transvektionen 
erzeugt wird, ist isomorph zu ,?Y, oder C,. Sei nun N = N,(J(P)) n NG(Q). 
Nach (3) und [7] hat N/J(P) ein normales 2-Komplement. Deshalb ist 
(w”““‘)J(P)/J(P) II C, oder J?,. Aus der Operation von K auf 
(w”‘@“)J(P)/J(P) und R folgt IR I = 4, ein Widerspruch zu (8). 
Sei nun Q, # Q,, d.h. [Q,, w] # 1. Angenommen, Q, nJ(P)h # Q,. Dann 
ist wegen der Maximalitat von / Q, ] [Q, n J(P)h, w] # 1 und wegen (4) 
Q, n J(Pjh < Qsh, also w E NG(QSh) n ZVG(Q, n J(P)h). Andererseits folgt 
aus der Operation von w auf J(P), dal3 Q, <R und J(P) < C&Q1 nJ(P)h) 
ist. Deshalb ist w E P” fur ein u E G mit QSh <J(P)” < C,(Q, nJ(P)h). 
Aber dann ist wie oben gezeigt w E J(P)‘, ein Widerspruch zu 
[Q, r‘l JWh, ~1 f 1. 
Sei nun Q, n J(P)h = Q,. 1st Q, # Q,, so ist Q, = Q,(Q, n J(P)h) = Q,, 
ein Widerspruch. 1st Q, = Q,, so ist Q, = R und wegen (9) R < J(P)h, d.h. 
R = Q,, ebenfalls ein Widerspruch zu Q, # Q,. 
(11) Kein Element aus S\J(P) ist zu einem Element aus J(P) kon- 
jugiert. 
Sei G ein Gegenbeispiel zu (1 l), und sei R = ( g E G/ (S\J(P)) n 
J(P)g#O). Sei R,<R und [RI1 maximal mit R nN,(R,) # 0. Dam 
existiert y E a n N&R i) und x E Sv(P) mit x E J(P)y. Aus J(P) < C,(R 1) 
folgt x E C,(R,). 
Angenommen, R, = R. Da wegen (7) R von den Elementen aus Pp(P) 
nicht zentralisiert wird, ist (x)J(P) E Syl,(C,(R)) und x2 E J(P). Nach (4) 
ist J(P)/R elementar abelsch der Ordnung 2’“, und mit [ 12, Cor. 41 
angewandt auf C,(R)/R folgt n = 1, ein Widerspruch. 
Sei nun lRll <[RI, und sei C= C&R ,)/RI. Dann ist Rf 1 und damit 
such RX = C#) # 1, und es existiert FE Syl,(C&)) und g E 0 n C,(R 1) 
mit (RX, Rb) < T und x E J(P)g. Seien R 2 bzw. T die Urbilder von RX bzw. r 
in C,(R,), und sei T < Sb, b E G. Wegen (10) ist (R,, Rg) < J(P)b und 
0.B.d.A. R, < Qb. 
Angenommen, x E J(P)b. Aus x2 # 1 und (4) folgt Rg = Rb und 
C,,(x) = Rg. AurJerdem ist (x)Q” < NG(R2), x @ C,(R,) und J(P) Q C&R,). 
Deshalb existiert d E G mit (x)Qb < Pd und x @ J(P)d. Dann ist x schon in 
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NG(Qb) zu einem Element aus J(P)d konjugiert. Es ist ]J(R)d/QbI = 2”, und 
mit [ 12, Cor. 41 und (3) ist IZ = 2. Andererseits ist wegen (7) ] Cob(x = 1 Q* ], 
also lRg12 = lQ*l. Daraus folgt ]Rg] = 4, ein Widerspruch zu (8). 
Sei nun x 6! J(P)*. Wegen (4) ist Rg Q & fur ein & E d(P”). 1st x & P*, so 
ist (R,, Rg)< R*, also R, <Rg. Aber dann ist x im Widerspruch zur 
Maximalitiit von R 1 in N,(R,) zu einem Element aus J(P) konjugiert. 
Sei x E P*\J(P)*. Dann ist x E N,(Q) n CG(Rg), Q wie oben, und wegen 
(7) ]C0(x)12<]&l, also IRgj2=I&I und Z{= 1. Es existiert eEC,(Rg) mit 
(x)Q< P’, und wegen der Maximalitiit von [RI1 und lRll < IR I ist 
x E J(P)ge. Aus (J(P)*, J(P)ge) <N,(o) folgt, da13 x schon in N&) zu 
einem Element aus J(P)* konjugiert ist. Mit dem gleichen Argument wie 
oben folgt ein Widerspruch zu (8). 
(12) Kein Element aus S\P ist zu einem Element aus P konjugiert. 
Sei G ein Gegenbeispiel und R = {g E G/ (S\P)n Pg # 0). Sei wie in 
(11) R i < R und I R ,I maximal mit R n iV,(R J # 0. Dann existiert x E S\p 
undgEOniV,(R,) mit xEP. 
Angenommen, R 1 = R. Wegen (7) ist C,(R) =J(P). Deshalb ist wegen 
(11) x 66 C,(R) und xc,(R) in N,(R)/C,(R) zu einem Element aus PC,(R) 
konjugiert. Aus N,(R) = N&(P))CJR) folgt, da13 x in N&(P)) zu einem 
Element aus P konjugiert ist. Es ist aber wegen (4) N&(P)) = 
(x)(N,(J(P)) n N&Q)) und N&(P)) fY NJQ) Normalteiler von N&(P)), 
ein Widerspruch. 
SeinunR,#RundR,maxima1inRmit[R,,~]~R,.DannistR,#R~. 
Sei N=N,(R,)/R, und R2 < FE Syl,(C&)). Dann existiert c E NG(xRl) n 
N&R,) mit C,(Z) < 7;. Es ist x E Pgc, also 0.B.d.A. c = 1. Seien R2 und T 
die Urbilder von C&F) und T in N,(R i), und sei T < S* fur ein b E G. Dann 
ist R, <R, und lRll < lR2]. Wegen (11) gilt (R,,a,)<J(P)*. 
Sei x 66 P*. Dann gilt wegen (4) (R2, a,) <R* und Q*” # Q*. 
Insbesondere ist x 6?! Pw fur alle w E N&(P)*). Aus x E NPb(R2) n NG(Qg) 
folgt deshalb, da13 x schon in N,(R,) zu einem Element aus p konjugiert ist, 
ein Widerspruch zur Maximalitlt von R,. 
Sei x E pb und 0.B.d.A. R, < Q*. Dann ist x E P” fiir alle w E G mit 
(x)Q” < SW, denn es ist Q* < J(P)w und QbX = Q*. Deshalb ist x schon in 
N&R,) zu einem Element aus P konjugiert, ein Widerspruch zur Maximalitat 
von R,. 
(13) G ist kein Gegenbeispiel. 
Wegen (3), (5), (11) und (12) konnen wir das Transferargument von 
Thompson [ 18, 5.381 anwenden, und es ist O*(G) n S <J(P). Da J(P)/R 
abelsch ist, gilt cl(O*(G) n S) = 2, und G ist kein Gegenbeispiel. 
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(3.2.4) LEMMA. Sei G eine Gruppe, die die Voraussetzungen von (3.2.3) 
erfullt. Dann ist Q n O’(G) = V, , und es gilt eine der folgenden Aussagen: 
(a) W=A, oderd, und ]V,1=4 oder 42. 
(b) w- L,(2”), n > 2, und ] V, I= 2’” oder 23n, und S f7 O’(G) hat 
die Klasse 2. 
Beweis. Wir wenden (3.2.3) an. Nach Induktion ist 02(G) einfach. 1st 
IQ n 02(G)I > z4, so hat S n O’(G) die Klasse 2, und aus [6] folgt O’(G) = 
L,(2”) oder PSp,(2”). In diesen Gruppen gilt V, = Q n O’(G) und (b). 
Sei ]Q n O*(G)] < 24. Dann ist W-A, oder A,. Angenommen, 
IQ n 02(G)I = 23. D ann ist P N C, x D, und wegen (3.2)(d) IS] = 25. Aus 
[ 131 folgt ein Widerspruch zur Einfachheit von 02(G). 
(3.2.5) LEMMA. Es gelten folgenden Aussagen: 
(a) Zu jedem Vf existiert genau ein Vj E { V, ,..., V .} mit [q, Vj] # 1, 
undesgilt [Vf, Vj]=Zf=Zj. 
(b) N,(J(P)) operiert auf {Z, ,..., Z,}. 
Beweis. Wir wenden (3.1.1)-(3.2.5) an. Dann ist J(P) = VQ und Vf 
Normalteiler von J(P) fur alle i E {l,..., r} und g E N&J(P)). Sei Vf 4 Q. 
Dann existiert j E (l,..., r}mit [ Vf , Vj] # 1. Aus der Operation von J(P) auf 
W bzw. Wp und (1.1.5) folgt [Vi, v] =Zj=Zf und [q, Vk] = 1 fur kfj. 
1st g = s, so ist v 4 Q fur alle i E { l,..., r}, denn es gilt (VP) = (VT)” = 
VP 4 Q. Deshalb gilt (a). 
Sei nun q < Q. Dann ist v 4 Q und v 4 Q, d.h. es existiert genau ein 
Vj mit [Vj, y] =Zj=Zfs. 
Da wir schon gezeigt haben, da13 ZJ”-’ E {Z, ,..., Z } gilt, folgt Zj”’ = Zf E 
{Z i ,.,., Z } und (b). 
(3.2.6) LEMMA. Es existieren s, ,..., s, E sP mit [VI, Vi] # 1 fiir 
i = l,..., r.
Beweis. Wegen (3.1.1) ist P transitiv auf {Z, ,..., Z }. Deshalb folgt die 
Behauptung aus (3.2.5)(b). 
Im folgenden sind si ,..., s wie in (3.2.6) gewlhlt. 
(3.2.7) LEMMA. Es existieren Untergruppen Li, i = l,..., r in WJ(P) mit 
folgenden Eigenschaften: 
(a) O,(L,) = Vi und F(Li) <F(U). 
(b) [Li, Lj] < O(U) und [Li, Pn Lj] = 1 fCr i#j. 
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(C) LiF(U) = Ei, oder Ei ?A3 oder A,, Ei < LiF(U) Und 
L,/F(L,) N C, oder .X5. 
(d) Sei Gi = (L;, L{“). Dunn ist List= L: und Gfl = Gi . 
(e) P ist transitiv auf {L;,..., L;}. 
Beweis. 1st J(P) < W, so sei Li = O’(E,). 1st J(P) 4 W, so existiert nach 
(3.1.2) a E Qs mit (a)Ei/F(Ei) N C, oder C,, so da13 a eine Transvektion in 
Q induziert und [Ej, a] = 1 fur j # i gilt. Sei in diesem Fall Li = 02(Ei)(a). 
Es ist [zi, Q] = Vi und damit 02(zi/Fi) < Z(li/Vi). 1st 02(Li/Vi) # 1, so 
ist nach [ 14, V 25.71 ZJF(L”i) ‘v A, oder z,, und es existieren keine 
Involutionen in c/V,. Im Widerspruch dazu ist wegen (3.2.1) und (1.1.4) 
Q” n c 4 Q. Deshalb gilt (a) fur zi. 
Es ist [zi, Zj] < (V,n Vi) O(U) < (Z(W)n Q) O(U) fur i#j wegen 
(3.1.1). Mit dem 3-Untergruppen-Lemma folgt [zi, Zj] < O(U). 
Sei P(i) = (Q n Z( WJ(P))) nj,i (J(P) nzj). Dann ist nach (3.2.2) 
J(P) = P(i)(J(P) n z,), und es gilt <iP(i) = NLpcij(P(i)) O(Ei). Sei 
Li = Nr,(P(i)). Dann ist [Li, P(i)] < O(L,) n P(i) = 1 und zi = LiO(Ei). 
Zusammen mit den Aussagen iiber Li folgen daraus (a)-(c). 
Es ist $ E P und nach (3.2.5) und (3.2.6) Zii = Zi. Deshalb gilt pi”‘= c 
und P(i)“< = P(i), also such L:“f= L: und Gii = Gi. 
Da P transitiv auf {P(l),..., P(r)} ist, ist P such transitiv auf {L;,..., L:}. 
Im folgenden sind L, ,..., L und G, ,..., G wie in (3.2.7) gewiihlt. Sei 
aul3erdem Q(i) = Ca(Li)y Z, = Q n Z(WJ(P)), 
beachte: Q(i) = C&L:) und P(i) = C,,,,(L;) =
Q, = Q n P, und C = C,(P,). 
DEFINITION. Sei X eine endliche Gruppe, x=X/O(X) und ,!? der 
maximale perfekte Normalteiler von F*(z). Sei E das Urbild von E in X. 
Dann delinieren wir L(X) = O*‘(E). 
(3.2.8) LEMMA. Sei r > 1. Dunn k&men wir s so wiihlen, dc@ gilt: 
(a) Gi < L(C). 
(b) Vj< Qofir i#j. 
(c) P(i) = P,Z,. 
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel. Wegen (3.2.5)-(3.2.7) gilt 
P(i)(L, n J(P)) = J(P) und [P(i), cl] = 1. Deshalb ist [P(i)“‘, Viqi] = 1 und 
(1) P(i)“i < P(i)Zi. 
Aus P(i) n Zi = Zi n Z, folgt aul3erdem ) P,J > ) P(i)/ ) ZJZi n Z, I- I. Da 
1 Zi/Zi n Z, / = 2” gilt, wobei Ei N L2(2”)’ ist, erhalten wir 
(2) I fV)/P, I ,< 2”. 
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(3) Es gilt eine der folgenden Aussagen: 
(3a) Vj < Q, fur alle j# i und P(i) = P,Z,. 
(3b) Li/P(Li) N .TC3 oder z,, IP(i)/P,) = 2 und P(i) = P, Vj fur ein 
j# i. 
1st Vj < Q, fur alle j# i, so ist Vj qi < P,, und aus P(i) < Z,(figi Vj V,Si) 
folgt (3a). 
Sei nun Vi 4 Q, fiir ein j # i. Angenommen, L,/F(L,) N C, oder z,. 1st 
JP(i)/P,I = 2, so folgt (3b). Sei also IP(i)/P,) > 2. Nach (2) ist dann 
L,/F(L,) N z, und IP(i 1 = 4. Zusammen mit (1.1.3) und (1) folgt daraus 
I Vi\ = 24, Z, n Vi = 1 und 1 # [P(i)“‘, PnL,] < ZinP(i)St. Aber dann ist 
P(i) n Zi = (P(i)“i n Zi)si # 1, ein Widerspruch zu P(i) n Zi < Z, n Vi = 1. 
Angenommen, L,/F(L,)- L,(2”), n > 1. Fiir m E {l,..., r} sei K, ein 
Komplement zu Pn L, in NLm(Pn L,). Sei aul;lerdem j # i und R = 
[Kii, Kj]. Dann ist [J(P), K,] = Pn L, und P(m) = C&Km) und wegen 
(1) [P(i), Ksi] = [P(iyi, Kilsi < Zi. Daraus folgt: 
(i) [J(P), Ki’, Kj] < Zj, [Kj, J(P), Kit] < Zi und [P nLj, K:‘, 
Kj] = 1. 
Zusammen mit dem 3-Untergruppen-Lemma (*) erhalten wir: 
(ii) [R, J(P)] < ZiZj und [R, PfT Lj] < Zi. 
Aufierdem ist ebenfalls mit (*) [Z(J(P)), R] = 1, denn es ist Z(J(P)) = 
zO(nF= 1 zi)* 
1st [R,J(P)] = 1, so folgt aus (i) und (*) [Kj, Pn L,, Kfl] = 
[P n Li, Kii] = 1, d.h. Vj < Pn Lj < C,,,,(Ki’) = P(i>“j und Vj <P,, ein 
Widerspruch zur Annahme. 
1st [R,J(P)] # 1, so ist wegen (ii) und [9, 5.3.21 R = R,C,(J(P)) fur 
R, E Syl,(R), und es gilt R, < NG(Q). Aber dann ist R, <P” fur x E 
N,(Q) nN,(J(P))~ und aus (ii) und der Struktur von 77” folgt R, <J(P), d.h. 
R = (R n J(P))C,(J(P)). Insbesondere wird P n L, von R normalisiert. Aber 
dann ist wegen (ii) [R, P n Lj] < Zi n P n Lj < Z,, und aus der Struktur 
von J(P) folgt [R, PnL,] = 1. Zusammen mit (i) und (*) erhalten wir 
[Kj,PnLj,K;‘]= [PnL,, K:‘]= 1 und Vj<CJ&Ksf)=P(i)si, also 
Vj < P, , ein Widerspruch zur Annahme. 
(4) p n C E s~l,Wc(Q))- 
Wegen (3.2)(d) ist P E Sylz(NG(Q)). Sei R = N,((Z, ,..., Z,)) und R, = 
nFcl NG(Zi)* D ann ist PE Syl,(N,(Q)) und R,n PE SyIz(NR,(Q)). Aus 
(3.2.5) folgt si E R und deshalb (R, nP)sl= R,,n P. Damit ist R,T\P< 
N&P,), also R, n P n C = P n C E Syl,(N,(Q)). 
(5) P(i)=P,Z, und Vj<P, fur i#j. 
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Nach (3) kijnnen wir annehmen, darj LJF(L,) N C, oder z;, (P(I’)/P,( = 2
und P(i) = P, Vj fiir ein j # i gilt. Sei R, = ni= 1 NG(Zi). Als erstes zeigen 
wir: 
(5.1) Sei XE R,nN,(J(P)) und Vf< Q. Dann gilt LF<LiC,(Q) 
und VT= Vi. 
Es ist [L;, Q] < VT, d.h. Lf <N,(Q). AurJerdem gilt [ VT,J(P) n Lk] < 
Zi n Z,. Deshalb ist [ Vf, J(P) n Lk] = 1 fiir k# i und Vf < ViZ(J(P)). 
Sei K = (Li, L;) und K = K/C,(Q). 1st z = Li, so folgt (5.1). Sei also 
E # Lit und Z?,, der gr613te Normalteiler von z mit [VT Vi, K,,] < Z(J(P)). 
Dann zentralisiert K, die Faktoren der Normalreihe Z(J(P)) < Vi VT < Q. 
Deshalb ist E,, eine 2-Gruppe. 
Angenommen, z? # 1. Dann wird K,, von J(P) n Li nicht zentralisiert, 
denn es gilt [Vi, K,] < lJei Zj. Andererseits ist K@(P) n Li) < Pg n K 
und J(P) f7 Li < Pg fiir ein g E N&Q). Aber dann ist wegen der Operation 
von Li auf Q und (1.1.5) schon J(P)nLi<J(Pg) und [&,J(P)nLi] = 1, 
ein Widerspruch. 
Sei nun R,, = 1. Dann operiert K treu auf y= Vi VT/Vi VF n m+izj. Im 
Fall Li/F(Li) z JY, folgt 1P( = 4 und im Widerspruch zur Annahme K = Li. 
Im Fall Li/F(Li) N I=, gilt 191 = 24, und x ist zu einer Untergruppe von 
GL,(2) isomorph. Auljerdem wird E von Elementen erzeugt, die auf Q und 
damit such auf P Transvektionen induzieren. Deshalb ist EN_ C,. Sei wieder 
g E N,(Q) und J(P) n Li < Pg n K E Syl,(@. 
Die Elemente aus P n K, die Transvektionen auf Q induzieren, sind 
wegen (1.1.5) schon in J(Pg) n K enthalten. Aus der Struktur von JJ, folgt 
J(P) n Li < J(Pg) n K. Andererseits erhalten wir aus der Operation von 
J(Pg) auf Q, da13 [Q, J(Pg) n K] = Zi und J(P) n Li = J(Pg) n Li gilt, ein 
Widerspruch. 
(5.2) Sei Pn R, < TE Syl,(R,) und J(P) =J(T). Dann ist 
J(P) =J(S). 
Sei A E d(N,(J(P))). Angenommen, A 4 J(P). Sei IA/,4 n R,I minimal 
mit dieser Eigenschaft. 
Nach (3.2.5) operiert A auf {Z, ,..., Z,}, und es existiert i mit r= 
{Zy//a E A} # {Zi}. Sei A, =NA(Zi). Dann gilt 
I& lwz,(4Jv EA)I 2 l~o12’r’-‘. 
IA I = ITI ACII 2 
Daraus folgt jr1 = 2, I C,,(A,)I = 2 und 
B =-MCz,&>% E A) E ~WAJQ’))). 
Wegen der Minimal&& von IA/A n R,I folgt B Q J(P). Aber dann ist 
B n Li 4 Zi und entweder Vi <B oder Vi’< B. Sei 0.B.d.A. Vi <B. Es ist 
B = A,Z(J(P)) und A < N,(B). Deshalb gilt v < ViZ(J(P)) fiir a E A\A ,, 
und [J(P), Vi] = Zi = [J(P), Vi]" = Zq , ein Widerspruch zu ZT # Zi. 
(5.3) J(P) #J(S). 
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Angenommen, J(P) = J(S). Sei v E Vjp,. Dann ist usi E z,P(i) fur ein 
zi E e, d.h. vsi = z?z~, v” Involution aus P(i). In Lj ist v zu einem Element z1 
aus Zj konjugiert, und in m+i Lj ist v” zu einem Element z # 1 aus JJjzi Zj 
konjugiert. Deshalb sind die Elemente zj, zi und zzi in G konjugiert. Aber 
dann sind diese Elemente schon in N&(P)) konjugiert, und aus (3.2.5) folgt 
z = 1, ein Widerspruch. 
Wegen (5.2) und (5.3) ist Pn R, & Syl,(R,). Da nach (3.2.5) P < N,(R,) 
gilt, konnen wir s E R, und s = s, = . . . = s, wiihlen. 
(5.4) Li/F(Li) ” ,z5. 
Angenommen, Li/F(Li) N z,. Aus der Struktur von U folgt 
P n R, = J(P). Sei (s&I(P) < T E Syl,(R,) und P < NJT). Dann konnen wir 
s noch so wlhlen, da13 [N&I(P)), s] <J(P) gilt. Nach (5.2) und (5.3) 
existiert A E d(N,(J(P))) mit A $J(P). Sei IA/A nJ(P)I minimal mit dieser 
Eigenschaft. 
Fur a, b E (s)A mit [c, Vi] # 1 # [ Vf, Vi] gilt (Vy, e) < LiZ(J(P)) und 
eb < V,Z(J(P)). Daraus folgt vb < Q und aus (5.1) v’” = Vi. Deshalb 
existiert in (s)A eine Untergruppe A, vom Index hochstens 2 mit A, < 
NG(Vi). AuSerdem ist nach (5.1) und (3.2.7) Liao= L: (mod O(C,(Q))) fur 
a, EA,. Aus der Definition von P(i) erhalten wir P(i) = C,,,,(L’J =
CJcp,(L:ao), d.h. A, normalisiert P(i) und wegen [A, s] <J(P) such P, und 
c. Deshalb gilt A ,, & N&P,) n N,( Vi) n NG( c). 
Sei A, = A, n A. Dann ist IA/A I I< 2, und aus der Operation von A I auf 
VfL;C,(Q) folgt [A,, Vi] = 1 oder [A,, v] = 1. Sei 0.B.d.A. [A,, Vi] = 1. 
Dann ist ]A r Vi] = (A ], und aus der Minimalittit von IA/A nJ(P)I folgt 
A, Vi <J(P). Aus der Struktur von J(P) erhalten wir A i Vi f? Lj 4 Z(J(P)). 
Deshalb gilt I’; Q VjZ(J(P)) fur j# i und a E Ah r, also q = Vj wegen 
(5.1). 
Andererseits ist Lias < L:O(C,(Q)), d.h. Vy” = I’: zentralisiert L: fur j # i. 
Daraus folgt VJ < P(i) fT P(i)” = P,, ein Widerspruch zur Annahme. 
(5.5) P n c 65 s&(c). 
Angenommen, Pn C E Syl,(C). Mit einem einfachen Argument folgt 
L{v Q L(C). Sei L= L(C)/Z(L(C))O(L(C)). Nach (5.4) ist Li/F’(Li) N z, 
und damit IPn L(C)1 = 2’. 
Aus [lo] zusammen mit der Struktur von Li folgt L= L4(q), U,(q), A,, 
oder A,,. Insbesondere ist q kein Quadrat. Aber dann ist nach [ 151 
Aut(E)/E nicht durch 4 teilbar. Im Widerspruch dazu induziert (v, s) (fur 
u E V,\p,,) eine Untergruppe der Ordnung 4 in Aut(E)/E. 
(5.6) P n C E Syl,(C). 
Angenommen, P n C & Syl,(C). Dann existiert x E N,(P(i)(P n C))\ 
(PnC) mit x2EPnC. 
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Gilt [Vj,VT]#l fur einjfi, so folgt ]F’jlvjnI’T(=2 aus [PO,x]=l 
und ( Vj/ Vj n P, ( < 2, und V; induziert Transvektionen in Vj. Andererseits 
ist V-J Normalteiler von J(P). Aus der Struktur von Lj folgt (Vj( = 4 und 
Lj/F(Lj) ‘v C,, ein Widerspruch zu (5.4). 
Sei nun [ Vj, Vf] = 1 fur alle j# i. Dann gilt wegen ZT = Zj VT < 
VjZ(J(P)) und nach (5.1) Vf = Vi. 1st such Vf = Vi, so erhalten wir aus 
Voraussetzung (3.2)(d) x E P n C, ein Widerspruch. Sei also [ Vf , Vi] # 1. 
Dann ist [ Vy, Vi] = 1 und nach (5.1) VT = Vi und L$ < L:U(C,(Q)). Aber 
daraus folgt [ Vj”“, L;] = [ V,S, L>] = 1 und V,S < P(i) n P(i)” = P, fiir j # i, ein 
Widerspruch zur Annahme. 
Da sich die Aussagen (5.5) und (5.6) widersprechen, ist (5) bewiesen. 
(6) Gi < L(C). 
Da L(C) unter si invariant ist, geniigt es L{ <L(C) zu zeigen. 
Angenommen, L: 4 L(C). Dann ist Vif7 L(C) < Z,, sonst ware Vi = 
[Vi n L(C), Li] <L(C) und dann such L\ < Vi[ VI, Li] <L(C). 
Sei TE Syl,(C) so gewlhlt, da13 (s,)J(P)(P n C) < N&r) gilt. 1st 
NT(Q) < Q, so ist T < Q n L(C). Aber dann ist T = Tsi <P(i) n P(i)“’ = P, 
und C = T x O(C), ein Widerspruch. 
Sei nun NT(Q) 4 Q. Aus (4) und Pn C < N,@,(Q)) folgt 
NT(Q) <P n C. Andererseits ist wegen (5) [Vj, T] = 1 fur j# i und 
IV,, NT(Q)] < Z,. Aus der Struktur von U erhalten wir deshalb NT(Q) < Q, 
ein Widerspruch zur Annahme. 
Aus (5) und (6) folgt (3.28). 
(3.3) VORAUSSETZUNG. Es gilt (3.2), und fur jede 2-lokale Untergruppe 
X von G ist O(L(X)) & Z(L(X)). 
Bemerkung. Da O(G) = 1 gilt, besagt (3.3), da8 die B(G)-Vermutung in 
G gilt. Diese Voraussetzung wird nur im Beweis von (3.3.1) benutzt. 
(3.3.1) LEMMA. [Lj, Gil = lf$r i#j. 
Beweis. Wegen (3.2.8)(b) und (3.2.7) wird Q, von LA normalisiert aber 
nicht zentralisiert. Sei L, = nizj Lj, N= C,(Q,)L, und N= N/Q,. Dann ist -- 
L(N)=E,E,, wobei E, und E, Untergruppen von N mit folgenden 
Eigenschaften sind: 
(1) EI = G,,,(QJ. 
(2) IG 3 %I < Wm. 
(3) L(C,(Q,>> = E,. 
Es ist P, <N und L, = LbP,, und nach [ 1 l] und (3.2.8) (a) gilt Gi < 
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L(C,(P,)) < E, und nach (3.2)(d) Lb < L(CdJ(P) n Li)) < L(fl). oder 
Lisp 
Sei c < L(N). Aus [Lb, Q,] # 1 folgt g < J!?~. Deshalb ist wegen (2) und 
(3) [&9E,l <WI), und aus (3.3) und dem 3-Untergruppen-Lemma folgt 
[L,,E,] = 1, also insbesondere [L,, Gil = 1. 
Sei Ei N z3 und i? = N,&). Dann ist nach (3.2.8)(c) I/O@) 21 E, oder 
C,XC,. Im ersten Fall ist P,,= P(i), im zweiten P(i) = P,Z, und 
/Z,/Z, n P, I= 2. In beiden Fallen folgt aus [ 1, 12, 13, 171 
ElIwl)--L*(q)~ A,> Ml,? L,(q), q = 3(4) oder U,(q), q = l(4). In den 
ersten drei Fallen folgt aus der Struktur von Aut(E,/O(E,)), da8 [Lb, E,] < 
O(E,) gilt. Mit dem 3-Untergruppen-Lemma und (3.3) folgt dann wie oben 
[L,, Gil = 1. Wir kiinnen deshalb annehmen: 
(4) El/W,) = L&j, q = 3(4) oder U,(q), q = l(4). 
Angenommen, E/O(E) = C, x C, . Sei T E Syl,(E,), P r9 E, < T und Z, < 
NN(T). Darm ist nach [ 131 Z, n T= 1 und IT/Pn E, I< 2. Aber dann ist 
wegen (4) ] TI = 24 und q = 3, 5(8), q wie in (4). Deshalb ist q kein Quadrat, 
und nach [ 151 existiert in Aut(E,/O(E,))/(E,/O(E,)) keine Untergruppe 
isomorph zu Z,, x (PnLj), j# i. Damit gilt [E;, E,] < O(E,) und wie oben 
[Lj, Gil = 1. 
Angenommen, E/O@) 1: C,. Dann ist P, = P(i) und Z, < Q,. 1st Z, # 1, 
so folgt aus (3.2)(d) und /Z(P)1 < 4, darj Z(P) < Q, gilt. Im Widerspruch 
dazu ist z = nrzl zi E Z(P)\P, fur (zi) = Zi. Deshalb ist Z, = 1 und 
Q, = nLgi Vi. Wir 
und L = L/O(L). 
betraccz nu.n fur j,zch Q, = Q, n P(j), L = L(C,(Q,)) 
1st [ll] (Gi,Gj)<L und 
O”(L n U)/O(O*‘(L n U)) 2: EC, x 2,. Nach [ 161 hat L 2-Abschnittsrang 4 
und Vj x E, Q C,(Z,). 
Aus [lo], (3.3) und (4) erhalten wir L =XY, [X, Y] = 1 und Gj <X und 
Gi < Y, oder 22: L,(q) oder U,(q). Im ersten Fall folgt die Behauptung. Im 
zweiten Fall invertiert zjE q in der natiirlichen Darstellung auf einen 5 
dimensionalen Vektorraum einen Unterraum U der Dimension 2 oder 4. Da 
in T alle Involutionen zu zj konjugiert sind, folgt dim U= 2 und 
L(cL(pji)) 2: sL*(qh ein Widerspruch zu (4). 
(3.3.2) LEMMA. [Gi, Gj] = 1 fir i#j. 
Beweis. Nach (3.3.1) ist [Lj, Gil = 1. Es bleibt also [Lj’, Gil = 1 zu 
zeigen. Es ist sj = qsi fiir ein q E P. Deshalb ist zusammen mit (3.2.7)(d) 
[Li”i Gi] = [L;, G,]? 
1st Ly # Li, so folgt die Behauptung aus (3.3.1). Angenommen, LiQ = Li. 
Dann ist Zj” = Zi und Zj = Zy = Zif, ein Widerspruch zur Definition von sj 
und i#j. 
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(3.3.3) SATZ. Sei r > 1, und sei G, = (P, s, GJ 1 < i < r), S, E Syl,(G,) 
und K = (G, ,..., G ). Dunn gilt: 
(a) G, = KS,, und K ist Normalteiler von G,. 
(b) K= n;=, Gi, [Gi, Gj] = 1 f tir i # j, und S, operiert ransitiv auf 
IG , ,..., G }. 
(c) GJO(G,) ist einfach. 
(d) cl(G, CT S,) = 2, oder Gi n S, hat hiichstens 2Abschnittsrang 4. 
Beweis. Als erstes zeigen wir, da13 P(s) transitiv auf {G, ,..., G } operiert. 
Zusammen mit (3.3.2) folgt daraus (a) und (b). 
Sei q E P und siq = qs;, s: E sP. Es ist nach (3.2.7) Ly = Lj fur ein 
j E {I,..., r). Wegen Zi = Zfi gilt andererseits Zj = Zi sfl = Zysi = ZT. Daraus 
folgt s:s,: ’E N,(L,). Damit ist Lf = LjJ und Gy = Gj, d.h. P operiert auf 
1G , ,..., G }, und wegen der Transitivitat von P auf {Z, ,..., Z } (3.1.1) 
operiert P such transitiv auf {G, ,..., G }. 
Es ist s = siqi fur qi E P. Deshalb gilt mit (3.2.7) Gi = GTi E {G, ,..., G }. 
Damit ist gezeigt, da13 P(s) transitiv auf {G, ,..., G } operiert. 
Wir zeigen nun, dal3 G, bzw. G,(s,) die Voraussetzungen von (3.2.3) 
beziiglich U n Gi erfiillt. Dazu gentigt es zu zeigen, da13 aus U n Gi <Xi und 
Xi ,< Gi (bzw. Xi < G,(s,)) entweder 0,(X,) = 1 oder Pn Gi E Syl,(X,) folgt 
und Pn Gi keine 2-Sylowuntergruppe von G, (bzw. Gi(si)) ist. 
Angenommen, 0,(X,) # 1 und P n Gi @ Syl,(Xi). Sei dabei ]Xi] minimal 
gewlhlt. Als erstes betrachten wir den Fall Pn Gi E Syl,(G,) und Xi 4 Gi. 
Dann ist si E Xi, also Gi <Xi. 1st O,(Gi) # 1, so folgt mit (3.3.2), dal3 
nr=, O,(Gi) eine nichttriviale 2-Gruppe ist. Aber dann gilt (Si, U) < 
N,<IIF= 1 O,(Gi>>, ein Widerspruch zu (3.2)(d). 
1st O,(Gi) = 1, so ist 0,(X,) n Gi = 1 und G,(s,) = 0,(X,) x Gi. Daraus 
folgt Ljl= L, = Gi, ein Widerspruch zu (3.2.6). 
Wir konnen nun annehmen, da8 P n Gi & Syl,(G,) und Xi < Gi gilt. Wir 
zeigen: 
(*) Sei Ri # 1 eine 2-Untergruppe von Xi, die von NP(Gi)(Un Gi) 
normalisiert wird. Dann ist P n Gi E Syl,(N,JRi)), d.h. Ri < P n Gi. 
Sei R = fl;=, Ri und K, = of=, N,,(G,). Dann ist wegen (3.3.2) U < 
N,(R), also nach (3.2)(d) P E Syl,(N,(R)). Dann ist such P E SylZ(NPK(R)) 
und damit such K, n P E Syl,(N,&R)). Da N&R) Normalteiler von N,,JR) 
ist, erhalten wir Pn K, f7 Gi = Pn Gi E Syl,(N,,(R)). Wegen (3.3.2) ist 
N,,(R) = NGi(Ri), deshalb gilt (*). 
Sei R, = Q n Gi. Dann folgt aus (*) NO,Cx,,(Q fY Gi) < Pn Gi. Dann ist 
[No,cx,,(Q n Gi), Li] < vi, und ween (3.3.2) gilt [No,cx,,(Qn Gi), Lj] = 1 
fur j# i. Aus der Struktur von U folgt No,cx,,(Q n Gi) < Q fJ 0,(X,), also 
O,(xi) G Q* 
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Angenommen, V, < O,(Xi). Darm ist Q n Gi = (Z, f7 G,)O,(X,.). Da nach 
(1.1.5) J(P n Gi) < J(P n L,)Q ist, gilt Q n Gi = O,(X,)Z(J(P n G,)). 
Deshalb ist (Q n G,)“‘= Q n Gi fur w E N,,(Pn G,), und aus (*) folgt 
P n Gi E Syl,(Xi), ein Widerspruch. 
Sei nun Vi& 0,(X,). Dann ist [Li, 0,(X,)] = 1 und 0,(X,) < Z,. Da 
wegen (3.2)(d) Z, n Z? = 1 gilt, ist ]Z, f7 Gi( < 2”, wobei ,!$ N L2(2’7’ ist. 
Wegen der Minimal&it von Xi, konnen wir (3.2.4) auf X,/0,(X,) anwenden. 
Zusammen mit ]Z, f7 G,] < 2” folgt 0,(X,) = C, m,(Li). Aber dann erhalten 
wir fur Ri = O&Xi) aus (*), dal3 P n Gi E Syl,(X,) gilt, ein Widerspruch. 
Wir haben gezeigt, da13 Gi bzw. G,(s,) die Voraussetzungen von (3.2.3) 
erfiillt. Aus (3.2.3) folgt (d). 
Sei Gi = G,/O(G,) und Ni ein minimaler Normalteiler von 
(si)Np(Gi)Gi/O(Gi) in Gi, und sei N, das Urbild von fli in Gi. 1st L, < Ni, 
so ist Gi = Ni, d.h. Gi ist direktes Produkt einfacher Gruppen i@, ,..., a ,, . 
Aus der Struktur von Li folgt da13 ein k E {l,..., m} mit Ei < @k existiert. 
Deshalb ist Gi = Mk und Gi einfach. 
1st Li$ Ni, so ist LinNi<Z(Li), sonst ware Viv< Ni und Li< 
qi[ qi, Li] < Ni. In Ni existiert eine 2-Sylowuntergruppe A i, die von 
(si)N,(Gi) normalisiert wird. Sei A = nf= i Ai. Dann wird A von P(s,) 
normalisiert. Sei A, = NA(Q). Wegen (3.2)(d) ist A, < P, und aus [A,, Li] < 
LinNi<Z(Li) fur i= l,..., r folgt mit dem 3-Untergruppen-Lemma 
[L;, A,] = 1 fur i = l,..., r.Aber dann ist A, < Q und deshalb such A < Q. 
Im Widerspruch zu (3.2)(d) wird damit A von (U, si) normalisiert. 
4. BEWEIS DER SATZE 1 UND 3 
Beweis des Satzes 1. 
G erfiillt Voraussetzung (3.1). Aus (3.1.3) folgt P & Syl,(G). Deshalb 
erfiillt G such die Voraussetzungen (3.2) und (3.3) und die Behauptung folgt 
aus (3.2.3) und (3.3.3). Dabei erhllt man Aussage (3) im Fall r= 1 wie im 
Beweis von (3.3.3). 
Beweis des Satzes 3 
Sei G ein Gegenbeispiel. Dann existiert nach [5] ein g E G mit Hg # H 
und 21 1 H n Hgl. Fur Q E Syl,(Hn Hg) ist dann O”(N,(Q)) 4 H, d.h. es 
existieren 2-lokale Untergruppen X mit O”(X) 4 H und 21 IH nXl. Sei 
unter diesen 2-lokalen Untergruppen M, so gewiihlt, da13 fur M= O”(M,), 
Q = O,(M) und P E Syl,(M n H) nacheinander folgende Ordnungen 
maximal sind: 
(1) IPI 
(11) IQI- 
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Wegen (I) ist P E Syl,(M) und 
(i) O,(Y) = 1 fur alle Untergruppen Y mit P < Y & H und 
P 6s Syl,( Y). 
In M existiert eine Untergruppe U, die P enthllt und nicht in H enthalten 
ist. Wir wihlen noch 1 U/ minimal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt: 
(ii) U = (P, P”) fur alle 24 E uj(uf-7 H). 
Wegen (II) ist Q = O,(U) und damit C,(O,(U))< O,(U). Aus der 
Voraussetzung und (i) folgt: 
(iii) O,((N,(P), U)) = 1. 
Sei C # 1 eine charakteristische Untergruppe von P. Dann ist 
N,(P) < NG(C). Aus (ii) und (iii) erhalten wir deshalb NJC) < U n H. 
Damit sind alle Voraussetzungen von [2, Theorem I] erfiillt, und es gilt: 
(iv) In U existiert ein Normalteiler W,, mit folgenden Eigenschaften: 
(a) W,, = O*(W,) und U = W,,P. 
(b) v= IWO, O,(Wo)l GfJnlWO*(Wo)))* 
(c) PO= W,J02(Wo)=X~=, pi, Wi-L2(2”), t1>2, oder AZ,+,, 
n> 1. 
Cd) [V, WillC,,,,i~(Wi) ist 
Modul fiir pi. 
ein natiirlicher L,(2”)- bzw. A>“+,- 
(e) P operiert ransitiv auf { W, ,..., W }. 
Als nachstes zeigen wir, daB U Voraussetzung (3.1) erfiillt. Dazu bleibt zu 
zeigen, darJ O,(lJn H/Q) # 1 ist. 
Angenommen, O,(Uf’l H/Q) = 1. Dann folgt aus (iv)(c) und (e) 
JPi NA*Jf+ly n > 2, fiir i = l,..., r, und aus (1.1.2) folgt O*(UnH/Q)- 
Xf=,A,.. 
Sei 0.B.d.A. P < S und Z = O,(Z(S)). Dann ist Z < Z(Q). Aurjerdem ist 
wegen (1.1.3) C,,,,,(WJ = 1 und V= Xl= i [I’, W,]. Da dann W, auf V 
irreduzibel operiert und V Normalteiler von Q ist, gilt V Q Z(Q). Wegen 
(iv)(b) konnen wir (1.1.3) auf ZV und m,, anwenden und erhalten ZV= 
C,,( W,,) x V. Aus (1.1.2) folgt C,,(Z) = Un H. 
Sei R = O,(C,(Z)). Dann ist NR(Q) < Un H, und * wegen 
O,(un H/Q) = 1 gilt NR(Q) < Q und damit such R < Q und V< C,(R) n 
C,(Z) <R. Sei D = (Y”/n E N&S)). Dann gilt D <R < Q und wegen 
(iv)(a) und (b) (N,(S), U) <N,(D). Daraus folgt im Fall Pf S ein 
Widerspruch zu (i) und im Fall P = S ein Widerspruch zu (iii). 
Damit erfiillt U Voraussetzung (3.1). Da G eine Gruppe vom 
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Charakteristik-2-Typ ist, erhalten wir aus (3.1.3), dal3 G und U such 
Voraussetzung (3.3) erfiillen. Wir wenden nun (3.2.3) und (3.3.3) an. 
Sei r= 1. Dann folgt aus [6, lo] F*(G)-L,(q), q - 1 oder q + 1 2- 
Potenz, L,(3), L,(2”), denn die anderen in [6, lo] aufgelisteten Gruppen 
vom Charakteristik-2-Typ erfiillen nicht (*), oder es gilt 2j’IHfT Hgl fur 
H # Hp. In den ersten beiden Fallen ist G kein Gegenbeispiel, inden letzten 
beiden Fallen folgt aus der Struktur von L,(2”) bzw. Sp,(2”) S 4 F*(G). Im 
Widerspruch dazu folgt aus [4] F*(G) = G, da G vom Charakteristik-2-Typ 
ist. 
Sei nun r > 1. Nach (3.3.3) existieren dann Untergruppen G,,..., G mit 
folgenden Eigenschaften fur i, jE { l,..., r): 
(v) [Gi, Gj] = 1 fur i#j. 
(vi) [Q, Wi] < Q n Gi und O,(Gi) = 1. 
Sei Vi = [Q, Wi] und Mi = NG(Vi). Dann gilt nach (v) und (vi) Gj < 
C&V,) fur j # i. Sei F = O,(Mi). Es ist [NF(Q), W,] <F n O,(W,), also 
wegen (ii) und (iv) NF(Q) < Q und damit such F < Q. Daraus folgt 
zusammen mit (vi) [F, Gj] <F n Gj = 1. Im Widerspruch dazu ist nach 
Voraussetzung C,i(F) < F. 
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